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Résuḿe :
Nousétudions, sous l’hypothèse d’un faible nombre de Reynolds, le mouvement d’une particule solide dans un fluide
visqueux Newtonien contenu dans un récipient paralĺelépiṕedique ferḿe. Dans ce but, on distribue des Stokeslets sur
les surfaces de la particule et du récipient. L’ équation int́egrale de frontìere qui ŕegit l’intensit́e de ces Stokeslets
est alors ŕesolue par une ḿethode de collocation en utilisant un maillage adaptatif. Des ŕesultats pour une sphère en
sédimentation sont présent́es et commentés.
Abstract :
We investigate the slow motion of a solid particle immersed in a viscous Newtonian liquid bounded by a closed and
rectangular cavity within the assumption of a vanishing Reynolds number. This is achieved by distributing unknown
Stokeslets on both the particle and the cavity surfaces. Such tokeslets are governed by a boundary-integral equation
that is solved here solved by a collocation technique using an adaptative mesh. Numerical results for a settling spherical
particle are presented and discussed.
Mots clefs : Equations de Stokes, cavit́e parallélépipédique, interactions particule-parois,éléments
de fronti ère.
1 Introduction
Les interactions hydrodynamiques particule-particule etpar icule-paroi interviennent dans de nombreuses si-
tuations physiques, en particulier dans de nouvelles applications mettant en jeu des écoulements à petite échelle
(microfluidique).
Pour des écoulements à faible nombre de Reynolds les équations de Stokes s’appliquent et prédisent des inter-
actions à longue portée qui dépendent de la configuration: les interactions particule-particule en sédimentation
décroissent dans un liquide non borné comme l’inverse de la istance tandis que les interactions particule-paroi
décroissent plus rapidement et dépendent fortement des parois.
De nombreux travaux ont ainsi été développés pour des particules sphériques au voisinage d’une paroi plane
[1, 2, 3] ou de deux plans parallèles [4, 5, 6]. Pour un écoulement borné des solutions analytiques ont été
établies pour une sphère dans une cavité sphérique [7, 8, 9]. Cette situation a été traitée [10] par la méthode
des éléments de frontière, avec un excellent accord avecles résultats analytiques, en utilisant des Stokeslets
sur la seule surface de la sphère (au prix de l’utilisation d’un tenseur de Green adapté à la paroi de la cavité
sphérique) ou sur les surfaces de la sphère et de la cavité. Seule cette dernière approche semble cependant
envisageable pour une cavité de forme arbitraire dont la surf ce doit alors être maillée de manière judicieuse
(c’est-à-dire finement au voisinage de la particule). Nousill trons dans ce travail cette technique pour une
particule solide en sédimentation dans un récipient parallélépipédique. La technique proposée, valable pour
une cavité arbitraire, consiste à placer sur les surfacesde la particule et du récipient une distribution de Sto-
keslets dont l’intensité est solution d’une équation intégrale de frontière de première espèce. Cette équation est
résolue numériquement en utilisant un maillage adaptatif (choisi en fonction de la position de la particule) et
une méthode de collocation.
Cette méthode nous offre une meilleure précision que d’autres méthodes numériques comme par exemple les
méthode des différences finies ou les résultats obtenus en tilisant le logiciel commercial COMSOL de calcul
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par éléments finis.
2 Problème et formulation de frontière assocíee
2.1 Cadre de l’́etude etéquations de Stokes
On considère une particule solide de densité uniformeρs et de volumeV plongée dans un fluide visqueux new-
tonien, de densitéρ et de viscositéµ uniformes, confiné dans un récipient parallélépipédique fermé. Comme
illustré à la Figure 1, la particule peut être soumise à un champ de gravitation uniformeg = −ge3 avecg > 0
ete3 un vecteur unitaire parallèle à l’une des arêtes.
FIG. 1 – Une particule sphérique de
centre O1 en sédimentation dans un
fluide newtonien confiné dans un
récipient parallélépipédique immobile
et de frontièreΣ.
La cavité immobile a pour frontièreΣ tandis que la particule admet pour centre de masseO1 t surfaceS.
Le mouvement de corps rigide de la particule est repéré parrapport au référentiel cartésien(O,x1, x2, x3)
par un vecteur de translationU (vitesse du pointO1) et un vecteur de rotationΩ. Ce mouvement induit un
écoulement du liquide de vitesseu et de pressionp + ρg.OM . Si u et la particule admettent pour tailles
caractéristiquesv eta le nombre de ReynoldsRe du problème s’écritRe = ρva/µ. Sous l’hypothèseRe ≪ 1
les efforts inertiels sont alors négligeables et l’écoulement(u, p) satisfait les équations stationnaires de Stokes :
µ∇2u = ∇p et∇.u = 0 dansD (2.1)
On adjoint à (2.1) les conditions d’adhérence sur les parois qui s’écrivent :
u = U + Ω ∧ O1M surS et u = 0 surΣ. (2.2)
On désigne parσ le tenseur des contraintes associé à(u, p) et parn la normale surS∪Σ dirigée vers le fluide.
A ce stade deux cas se présentent en pratique :
Cas 1 : Le couple(U ,Ω) est fourni et on cherche l’écoulement(u, p) et les efforts surfaciquesf = σ.n sur
la frontière surS ∪ Σ.
Cas 2 : Le couple(U ,Ω) est inconnu mais la particule d’inertie négligeable est libre de se déplacer sous
l’action de la gravité. Dans cette situation on trouve(U ,Ω) par résolution de (2.1)-(2.2) et des conditions




σ.ndS = V (ρ − ρs)g et R =
∫
S
O1M ∧ σ.ndS = 0. (2.3)
2.2 Formulation intégrale assocíee et ŕesolution du Cas 1
Nous adoptons la convention de sommation des indices avec par exemple pour nos coordonnées cartésiennes
(O,x1, x2, x3) la notationOM = x = xiei. L’écoulement de StokesV (x,y) créé enx par un Stokeslet
d’intensitéd = dkek placé au pointy dans un liquide infini est donné par la formule
Vj(x,y) = V (x,y).ej = Gjk(x,y)dk (2.4)






| x − y |
+
[(x − y).ej ][(x − y).ek]
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δ désignant le symbole de Kronecker.
L’écoulement(u, p) solution de (2.1) , (2.2) admet alors pour sa vitesseu la représentation intégrale sui-
vante [11] :
uj(x) = u(x).ej = −
∫
S∪Σ
fk(y)Gkj(y,x)dS(y) pourx ∈ D (2.6)
où f = σ.n = fk.ek est la traction surfacique exercée par(u, p) sur la frontièreS ∪ Σ. Notons que (2.6)
procure une représentation deu régulière sous forme de simple couche dans tout le domaineliquide D. Le





fk(y)Gkj(y,x)dS(y) pourx surS ∪ Σ (2.7)
en appliquant la valeur appropriée (2.2) deu surS etΣ. Dès lors que(U ,Ω) est connu, (2.7) permet d’obtenir
f surS ∪ Σ et donc au besoin, de construireu dansD via (2.6). Ceci permet donc de résoudre le Cas 1. Le
Cas 2 est pour sa part abordé dans la rubrique suivante.
2.3 Traitement du Cas 2
Dans cette situation il faut assurer les relations (2.3) pour déterminer le couple(U ,Ω). Dans ce but, on intro-
duit pouri = 1, 2, 3 six écoulements de Stokes particuliers,(uiT , p
i




R) qui obéissent à (2.1) et aux
conditions aux limites suivantes :
uiT = u
i
R = 0 surΣ (2.8)
uiT = ei et u
i
R = ei ∧ O1M surS (2.9)
Pour toutL ∈ {T,R} l’écoulement(uiL, p
i
L) a pour tenseur de contrainteσ
i
L qui exerce surS une force
surfaciquef iL = σ
i
L.n. En utilisant (2.1) et l’identité usuelle de réciprocit´e [11] avec la conditionu = 0 sur



















[ej ∧ O1M ].f
i
LdS (2.11)
nous pouvons alors réécrire les relations (2.3) sur la forme du système linéaire à 6 équations suivant
Ai,jT Uj + B
i,j
T Ωj = (ρ − ρs)V g.ei (2.12)
Ai,jR Uj + B
i,j
R ωj = 0 (2.13)
pour les six inconnues oùUj = U .ej etΩj = Ω.ej. Le système (2.12)-(2.13) de matrice inversible (voir [9]),
admet une unique solution(U ,Ω) qui est donc obtenue via (2.11) par le seul calcul des forces surfaciques
f iT et f
i
R exercées sur la surfaceS lors de mouvements imposés de translation ou de rotation sel ei de la
particule. Ces quantitésf iT etf
i
R sont obtenues, d’après le Cas 1, par résolution des équations intégrales (2.7)
où l’on remplaceu paruiT ouu
i
R respectivement.
3 Impl émentation numérique et validation du code
3.1 Stratégie nuḿerique
Chaque équation intégrale (2.7) est discretisée en utilisant surS ∪ Σ un maillage constitué d’éléments de
frontièreP2 de type triangles curvilignes à6 noeuds. Une fois le maillage obtenu, on utilise une méthodede
3
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collocation usuelle et une factorisationLU de la matrice du système linéaire constitué par la discr´etisation des
équations intégrales
S est maillé de manière traditionnelle. La stratégie du maillage adaptatif et non uniforme deΣ est alors la
suivante : on commence par un maillage grossier (obtenu par un logiciel commercial) et lorsqu’une particule
s’approche de la paroi, une zone de lubrification induit une contrainte intense et le raffinement du maillage de
Σ se fait sur les facettes les plus proches de la particule. Dans ce but, on calcule la taille typique de chaque
facette deΣ (la facette est représentée par un triangle à 6 noeuds) puis on détermine la distance minimale entre
chaque noeud de la surface de la particuleS t chaque point de collocation deΣ. Si cette distance est plus
petite que la taille typique des facettes deΣ près de la particule, on raffine les facettes qui correspondent a ces
points. Ce traitement pour raffiner localementΣ est mené de manière itérative.
3.2 Résultats nuḿeriques
3.2.1 Validation du code
Afin de valider le code mis au point on propose de comparer nos résultats à ceux de Bhattacharya, Blawdzie-
wicz et Wajnryb [6], obtenus par la méthode des développements multipolaires pour une sphère de rayona
centrée entre deux plans solides perpendiculaires àe3 et distants de2h. La sphère est dotée de la vitesse de
translationU .
Cette situation est ici modélisée avec une boite parallélépipédique qui vérifieL1 = L2 etL3 = L = 2h.
Si U est parallèle àei pour i = 1 ou i = 3 la force F exercée sur la sphère de rayona s’écrit alors
F = −6πµaFiiU . Les coefficientsF11 etF33 sont comparés dans la table 1.
N Nd L
1
h/a F11 ∆F11 F33 ∆F33
74 3940 10 1.20892 3.18062 0.00492 9.948339 0.04720
242 3998 10 1.20892 3.20039 0.00125 10.30953 0.01261
[6] 1.20892 3.19637 10.44128
74 822 30 2.86208 1.48551 0.01122 1.88256 0.01316
242 822 30 2.86208 1.49016 0.00812 1.88883 0.00987
[6] 2.86208 1.50237 1.90767
74 590 50 11 1.10026 0.00017 1.14758 0.03371
242 590 50 11 1.10283 0.00250 1.14997 0.00109
[6] 11 1.10007 1.15123
TAB . 1 – Forces hydrodynamiques normaliséesF11 et F33 exercées sur une sphère solide de rayona centrée
entre deux plans parallèles et séparée d’une distanceh − a de chacune des parois.
Dans ces comparaisonsN est le nombre de noeuds sur la sphère,Nd est le nombre des points de collocation sur
l’ensemble des plans et∆Fii =




est l’erreur relative de nos résultatsFii par rapport aux résultats
FBii de [6]. Le coefficient numériqueFii dépend deh/a mais aussi du choix de la troncatureL1, les valeursL1
choisies étant aussi indiquées dans la table. Les résultat obtenus sont en parfait accord avec [6].
Notre code est également validé en comparant les résultats numériques obtenus avec ceux du logiciel com-
mercial d’éléments finis COMSOL pour la translation à la vitesseU parallèle àe3 d’une sphère de rayona
centrée au milieu d’une cavité cubique d’arête2h avech > a. La figure2 montre la comparaison de la force
adimensionnéeF33 telle queF = −6π µaF33U est la résultante des efforts appliqués sur la sphère.
4




















FIG. 2 – Force hydrodynamique adimensionnée
F33 exercée sur une particule sphérique de rayon
a centrée au milieu d’une cavité cubique d’arête
2h. Comparaison entre les résultats de la présente





















FIG. 3 – Force hydrodynamique adimensionnée
F33 exercée sur une particule sphérique de rayona
en translation imposéeU = −e3 dans un récipient
cubique d’arêteL et un récipient sphérique de
rayonR et de même volume.
Un excellent accord numérique est trouvé entre les deux m´ethodes, à l’ordre de la précision (d’ordre10−2) de
COMSOL (Figure 2).
3.2.2 Ŕesultats
Pour étudier l’influence e la géométrie des parois sur le mouvement d’une particule, nous comparons la force
hydrodynamiqueF e
33
pour une sphère en translation imposée de vitesseU = −e3 dans un récipient sphérique









(oùα = a/R ≪ 1), avec nos résultats pour une sphère de même vitesse de translation dans un liquide confiné










Les résultats obtenus sont donnés Figure 3 pour différent s largeurs2h de la cavité cubique. Il apparait ainsi
que la cavité cubique de demi-arêteh offre des interactions sphère-paroi plus fortes que celles obtenues pour
la cavité sphérique de rayonR ≃ 1.24h (voir par exemple pourh/a = 3, F e
33
= 1.421, F33 = 2.433). L’effet
important des parois les plus proches de la sphère apparaı̂t ici clairement.
Enfin, nous présentons Figure 4 des résultats pour le Cas 2 d’une sphère de rayona et de centreO1 = (0,X2, 0)
ouO1 = (0,X2,−a) avec0 < X2 < 1.9a en sédimentation dans une cavité cubique d’arête6a.
Les symétries (et les résultats numériques) montrent que se les les composantesU .e3, Ω.e1 et éventuellement
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FIG. 4 – Vitesses adimensionnéesu3, u2 et ω1 pour une sphère de rayona en sédimentation dans une cavité
cubique d’arête6a et de centreO1(0,X2, 0) pour(a) etO1(0,X2,−a) pour(b) avec0 < X2 < 1.9a
Dans le cas oùO1 = (0,X2, 0) les symétries montrent queu2 = 0. Dans les deux cas (a) et (b) la vitesse
verticaleu3 diminue faiblement lorsqueX2 augmente, les interactions sphère-paroi étant faibles pourX2 ≃ 2a
car la sphère se translate parallèlement à la paroi latérale. En revanche pourX2 fixé, u3 diminue beaucoup
lorsque l’ordonnée deO1 passe de0 à−a puisque l’interaction avec la supérieure située enx3 = 3a est forte
(cas de la translation perpendiculaire à la paroi). Enfin, la vitesse de rotationω1 augmente avecX2.
4 Conclusion
les interactions particule-paroi dans le cas d’une cavitéfermée ont été étudiées en utilisant, sous l’approxi-
mation des faibles nombres de Reynolds, une formulation paréquations intégrales de frontières. La démarche
est validée par comparaison avec un logiciel commercial d’éléments finis et aussi par comparaison avec une
solution en multipoles dans le cas particulier de plans parallèles. Des résultats numériques sont obtenus pour
la translation imposée ou la sédimentation libre d’une sphère solide dans une cavité cubique. La technique
permet également de traiter le cas d’une particule non sph´erique. Cette situation sera abordée également lors
de la présentation orale.
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